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Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes

Dans tout cet exercice les groupes sont finis et commutatifs. Une notation utilisée ici
et par la suite pour éviter les problémes liés a l'opération du groupe : pour tout entier
k strictement positif [k]g représente k opérations de g avec lui-méme et [-1]g est
'inverse de g dans le groupe. La notation [0]g représentera donc ’élément neutre du
groupe.

1. Rappeler ce qu’est l'ordre d’un élément g d’un groupe fini.

e Ils’agit du plus petit entier positif k tel que: [ }g B [o:la.

2. Donner l'ordre de chacun des éléments du groupe additif Z/30Z.
e Lordred’unélémentnest . {dug {w\& vqtodrcmc Par 0, ael MUJHPQA'J
Mo Q,@«.r @%walr Ma~— M"""\’T\f{e, %O _

e Cemultiplede30o0btenuestle ppe ( M 305 |



Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes

2. Donner l'ordre de chacun des éléments du groupe additif Z/30Z.
e Lefacteurestdonc %O/ngk (w,30)_
e Cequinousdonne:

/- %O/‘Dg(_o&(/l/zo>’-30//{42© eﬁ’ok’).e//]:%o.
21 @O/VSJCQQ: 2519 = AS
1 o] pacd (2%) - Ao
L - ’g,o/ (33(;0\ CL&,/{&BC/fg
0\(5,,?0)” a

< zo/ C
2 , io/i;xcok (C/Z<>> =S



Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes

3. Soitgun élément d’un groupe fini. On note w(g) 'ordre de g. Montrer que pour
tout entier k non nul, si [k]g =0 alors w(g) divise k.
e Soit kun entier non nul, tel que [k]g =0.

La division euclidienne de k par w(g) s’écrit: J&k _ ﬂ X ( (}) L OWec Ogn<wg)

En effectuant k opérations de g: Haﬂ - [0( N@> HL}

- [ol% +Z:VL}}
Exemple sur la question 2 ou il s’agit du groupe additif Z/30Z:
e pourl,ordre30dol: w %):So A A As 4 A<30:0(%9]

pour 2, ordre 15 d’ou: w(@ :/W:y% 999, 12 ¢ o~

L
e pour 3, ordre 10 d’ou: ‘Tﬂ?g/ = o] 7ofm3
L



Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes

On a: [klg=[0]g + [rlg
Or par hypothese: [k]g =0 doncsir #0, on a trouvé un entier r non nul tel que:

(N 21 O ok M KL w@

Or w(g) est déja le plus petit facteur par lequel multiplier g pour obtenir un multiple.
On a donc nécessairement:  yU = (5 “&, ~ j U (3>

C«QL - 1\ wﬁa\ Mk)

=> Donc w(g) divise k!

On a montré que: si [k]g=0alors w(g) | k



Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes 6@3 Méy'

4. Ennotant w(a) 'ordre d’un élément a d’un groupe fini. Montrer que

w([k]a) =w(a) / pged(w(a), k) pour tout k € Z\{0}. Qu’en déduisez-vous pour w([-1]a)
et dans le cas ou k est premier avec w(a). Si [kijg =0 alors w(g) |k e winiwlAe™

e Par définition de w(a),ona: [ W (a\] o = (o)

e Pardéfinition de w([kla): W((f o)l klo = (oo

e Eton peutécrire: [ & (T4 a\l[@.\ o~ = [w(k]e) & ] o

e Donc par minimalité de w(a):

(Y | w( ()oY’

On pose g =pgcd (w(a), k) alors:

?{A(}" 43-&3 ju\ef b\)(tx\; (\5 QA' *&:/\rg /\//k,v 5-&4’ ”}Te._.,'\d‘f 2—‘\‘V&,
Onadonc: w () \ w () K = Aé) | w ([0‘]0‘3/"5 = A w(Cl]o)}

Or A, Mo Aot Plemi oS vt ex SIA | w(T0) o) —
(deux nombres premiers entre eux n’admettent aucun diviseur commun a part 1)



Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes (- AS'
e Parailleurs: (_\ ) EQ’:&& ‘Eﬂ(_&\XE%—} O
B

A\ (@ e =L
3T A - o(tee) e
Par minimalité de w([k]a):
- “‘)([QAO‘S\ A ) (\
D’ol, on a: (\\w(@,)w\ ) wﬁ(&]aﬁ\l o U\\([Q]o\ = AL

et par définition:
()

- id(&) —=p [‘ﬁ.] o) = _
A cho( (wi(e), Q) W( > mc,a\ {w(&)/ &>




Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes

5. Soitaetb deux éléments d’un groupe fini (commutatif). Montrer que w(a ¢ b) est
un diviseur de ppcm(w(a), w(b))

° W(m\ \ WINN (W\Ov\(W(.L>> O(csuc/l: Qw(w(a\’b\)(\o»]ok :(OX&/
Y Pt
w B\ \PQW(NU\,W(@) Ao [ww(ww,wdo)ﬂ L-[<]b
e Dou:

(oo (W) wO)] (o0l

©) o D’Qf
(ppe(es() (0} o 0 Lppe (o) DV = (o3 (o o)
\/_\/——v/

Eo}ou o E O} &:



Exercice 19 - Lagrange, Bézout et les groupes

6. Montrer que tout groupe d’ordre premier est cyclique. XI\V%QGH {’

e Rappels: & P tl one :,:‘_DG:@L)
o Cardinal d’un groupe = ordre du groupe. 1 J

O Un[groupe est cycliqug)si il existe un élément a du groupe tel que tout
élément du groupe puisse s'exprimer sous forme d'un multiple de a.

o Théoreme de Lagrange: Pour tout groupe fini G et tout sous-groupe H de G,
|'ordre de H (c'est-a-dire son cardinal) divise celui de G.

Seb 0y 4 CG Al Aeka € <ap (o] 4o o)

Voo cord (4e7) 2D

o P d(<ox) | p (rdrede® = J ol -
Or Fﬁgeaﬂi/: oles(:fco,rJ (2@\\)?: P = D s G-Zoy—



Exercice 20 - Arithmétique modulaire et complexité

1. Soit nun entier etaun élémentde Z/nZ. Si a est inversible peut-il étre un
diviseur de zéro (argumentez votre réponse) ? Si a est diviseur de zéro, comment
calculer l’entierb € Z/nZtelqueab=07?

e Onsuppose que a est |nver5|ble et gu’il existe b tel que ab =0.

A= (o'o)h =clad = 0-0 doo -0

=> Siaestinversible alors a n’est pas diviseur de 0.
e SiaestdiviseurdeO: Yﬂcﬂx ( o "\5 J A
oo = ol d ok M= o d N Qaremlar %%LWQJ
/ _ m/
O(l\«/<l\~ OKJZWC, EIN \O:V\/ lec ol = ’OXM:O\/M_O/"“O



Exercice 20 - Arithmétique modulaire et complexité

2. (Algorithme d’Euclide étendu) Estimer a priori le nombre de calculs a effectuer
pour déterminer le pged et la relation de Bézout entre 1014 et 5005. Effectuer
’ensemble des calculs intermédiaires et présenter les sous la forme d’un tableau.
e Lalgorithme permet de calculer trés efficacement {5 Q) _

e Soitaetbtelsquea>b: D)
o [|algorithme fera au plus: /00 @ (Q,) erouJeA G webste oo

o lci: L/QO:S(Q (Ao/\t—\\j - /“—\ katr\,cle,b

o Le nombre d’opérations élémentaires s’obtient par: O (Qva . Q/Z}Q’>

o lci: O (Qpé( ,(O,(L\\ Qoa( Sa@Sy \ _



Exercice 20 - Arithmétique modulaire et complexité

Déterminer le pgcd et la relation de Bézout entre 1014 et 5005.

A (QAD\\;,Q_ _Q?]'ow€€_,
SooS = Gx dol4 + AU

pes

- /\,oxqu

:O__ux\{’u

Ao\i= Nx AU + €5

- O —Ix\= - \
My = AT aL = A (.uSg

Vi1 q; o i+1 Ui Via

1 0

5005 1014 0 1
Seo§ N As(U g4 A —{
Ao AU A Ay | €5 ~ | <
9249 14 65 39 15 -74

65 1 39 26 -16 79
39 1 26 13 31 -153
26 2 13 @ -78 385




Exercice 20 - Arithmétique modulaire et complexité

2. Déterminer le pgcd et la relation de Bézout entre 1014 et 5005.

Le PGCD est donné par:

‘QA oteh\{e} mu?\f_ ﬁ%$
B BN ﬁ

MGOk + U_é Qy = 3‘1,6 (mwge,\

%\ X g@O(—Aggx\olu: \’S _
En vert:

ok,lv(%(’»ﬂ
Ch >\ => b
Pech e O

’(*i\ vwda\e Aec\/

AT A JwN e 5 Se C}\L Q‘?

Vi1 q; f Visa i+1 i+l
1 0
5005 1014 0 1
5005 4 1014 949 1 -4
1014 1 949 65 -1 5
949 14 65 39 15 -74
65 1 39 26 -16 79
39 1 26 @ 31 -153
26 2 13 0 -78 385




Exercice 20 - Arithmétique modulaire et complexité

2. Lentier 1014 est-il un inverse ou un diviseur de zéro dans Z/5005Z? Si c’est un

inverse calculer ’'entier b € Z/5005Z tel que
1014 x b =1 mod 5005. Si c’est un diviseur de
zéro calculer 'entier b € 7/5005Z7 tel que
1014 x b =0 mod 5005.

PGCB >A dsve  Aody oL'nge,_i—
oke' o okw-i Z/geof2~
QA’ A, O 4 U JZJ‘ = 314

1 A
5 1R % Ceo$ s 388 xAely = O

dovc 0 RS xlolg =0 /\Moc) So0S
- /to\L\ &Pew( Vnd e KQB’ ‘

i Vi1 q; o i | Yin i+1
-1 1 0
0 5005 | 1014 0 1

1 5005 4 1014 | 949 1 -4
2 1014 1 949 65 -1 5
3 949 14 65 k) 15 -74
4 65 1 39 26 -16 79
5 k) 1 26 13 31 | -153
6 p1 y] 13 0 -78 | 385




Exercice 18 - Sur le PGCD et son calcul

e Rappels: Pourtrouver les diviseurs premiers d’'un nombre n:

O

O
O
O

2 divise n si n est pair
5divise nsin se termine par0ou5
3 divise n sila somme des chiffres de n est multiple de 3
7: On sépare le dernier chiffre du nombre (377) du reste (37).
On multiplie ce chiffre par 2 (I x2=2) et on le soustrait du nombre qui
restait (37 - 2 =35) Si ce nouveau nombre est divisible par 7, le nombre initial
est divisible par 7. (lci, 35 est divisible par 7, donc 371 'est aussi)
11 divise n si la somme des chiffres situés aux positions paires est égale a la
somme des chiffres situés aux positions impaires modulo 11.
m Exemple: 5181:
e positions paires:5+8=13=2mod 11
e positionsimpaires:1+1=2mod 11 =>5181 est divisible par 11

e Cfcorrigés pour preuves



Exercice 18 - Sur le PGCD et son calcul

1. Donner la décomposition en produits d’éléments irréductibles des entiers
a=1170 et b=330. Donner les listes D(a) et D(b) des diviseurs de a et b et
calculer 'intersection D(a) N D(b).

Le nombre de diviseurs d'un nombre est égal au produit des puissances de chacun de

ses facteurs premiers, chacune augmentée de 1.

e a= 1170p: Fx $Dx 50 13V :8 card(D(a)) = Q( v x (21X (A ) X (A1) =24

e b=330=2'x3!x5'x11' => card(D(b))= U«) ~ A1) x L+ 0) X (++1)=/C.

e Pourtrouver D(a) et D(b) on calcule chaque ‘combinaison’:

o Exemple pour D(b):

2°%3%°%x59x11°=1  29x3'x5°%11°=3 21x3'x5%°x11%=6 21x3%%x5%°x11%=2

2°%3%°x59x111=11 2%°x3'x5°%x11'=33 2'x3'x5°x11'=66 2'x3°x5°x11'=22

2°%x3%°x5'x11°=5  29x3'x5'x11°=15 2'x3'x5'x11°=30 2!x3%°x5'x11°=10
2°%x3%°x5'x111=55 2°x3'x5'x11'=165 2'x3'x5'x11'=330 2!'x3%°x5'x11'=110




Exercice 18 - Sur le PGCD et son calcul

1. Donner la décomposition en produits d’éléments irréductibles des entiers
a=1170 et b=330. Donner les listes D(a) et D(b) des diviseurs de a et b et
calculer 'intersection D(a) N D(b).

On trouve ainsi: D(b)={1, 2, 3, 5, 6, 10, 11, 15, 22, 30, 33, 55, 66, 110, 165, 330}

et avec la méme méthode:

D(a)={1,2,3,5,6,9,10,13, 15, 18, 26, 30, 39, 45, 65, 78,90, 117, 130, 195, 234, 390,

585, 1170}

Soit une intersection: D(a) N D(b) ={1, 2, 3, 5, 6, 10, 15

2. Déduirele PGCD de aeth. A L 0 A I
a=d w3 xS W MxAR -9, ¢
. -

A
Avec les valuations p-adiques : VQ,: 9« KA;( §AX /MAx S -7
- s



Exercice 18 - Sur le PGCD et son calcul

3. Rappeler la définition du PGCD vue en cours et basée sur les valuations
p-adiques. Est-ce que cette définition permet de calculer efficacement le PGCD de
deux entiers ?

Tout entier n supérieur ou égal a 2 s'écrit de maniere unique, a l'ordre pres des
facteurs et au signe preés, comme un produit fini de nombres premiers. Le nombre de
fois que l'entier premier p apparait dans cette écriture s'appelle la valuation p-adique
de n, notée v (n).

-> Soit P ’lensemble des irréductibles d’un anneau A factoriel. On note v ( ) pour a

€ Aetp € Pleplus grand entier v tel que p' divise a.
Par définition, 1. i (0 (o), 0p (&)

¥

donc pourtoutp € P, PQP o(d) = M (Vp (o) jaop (Q*»
Cette définition permet theorlquement de calculer le PGCD. Il suffit de connaitre la
factorisation de a et b pour en déduire le PGCD.



Exercice 18 - Sur le PGCD et son calcul

4. calculer le PGCD de 1537 et 1643 a partir des valuations p-adiques de ces deux
entiers.

On trouve (péniblement): 1537 =29 x53 et 1643 =31 x 53
D’ou PGCD =53

5. Enutilisant ’'algorithme d’Euclide, calculer le PGCD de la question précédente.
Qu’en concluez-vous ?

On réalise des divisions euclidiennes jusqu’a trouver un reste nul.
AEUT = ASax N+ o6
As29 = Aok x4 + ¢ ¢
Nol =/ > L 40

Factorisation délicate alors que l'application de l’algorithme d’Euclide est facile.



Exercice 18 - Sur le PGCD et son calcul

6. Rappeler larelation de Bachet-Bézout et la définition d’éléments premiers entre
eux. Comment repérer une telle propriété sur deux entiers donnés a l'aide de la
relation de Bachet-Bézout.

Rappels: si deux entiers a et n sont premiers entre eux, on sait qu'il existe deux
nombres u et v tels que au + nv=1. Modulo n, cette égalité devient au =1 (mod n).

7. Rappeler la définition du ppcm de deux entiers. Quel est la relation entre ab,
pgcd(a, b) et ppcm(a, b).
ppcm =

o ls - ‘pico\ (O\,QAX W)c\w (O\/[o\_

Sion aaetbon calcule le pged avec Euclide pour en déduire ppcm.



Exercice 17 - Questions de Cours

1. Dansun anneau A comment sont définis les éléments inversibles et les diviseurs
de 0 ? Un diviseur de 0 peut-il étre inversible ? Qu’est-ce qu’un anneau integre ?
Donnez un exemple d’un anneau qui ’est et un autre qui ne ’est pas.

e Unélémentx € Aestinversiblessi Iy € Atq A/C\u . 12} -4
On note 1" l'inversey de x.

e Unélémentx € A*est un diviseurde 0ssi Ay € A*tq %j == 0.

e Undiviseur de 0 peut il étre inversible ? Supposons x inversible et zx =xz =0,
alors: 2= A7 = (f\e,"%)% = we " ! k@: 'O = O
ce quiimpliqgue que » = Cnvamlie” - Y= A 5% ©
donc x n’est pas diviseur de 0.

R _ (
e Unanneau mtegre est un anneau @ww\rb\?Lax“ﬂﬂP 7‘ o(b -Q e~ W W
ﬂ@ N Oe. Ouran  d ST A —

N ot
e Pourpetqpremiers: 7/ 7 2t WJ‘Q@W’ z/ PXCIY e ’\Q
P s

| ok



Exercice 17 - Questions de Cours

2. Rappeler la définition d’irréductibilité pour un élément d’un anneau integre.
Quelle est la définition d’un anneau factoriel ? '
e Unélémenta#0deAestirréductible si | o wee wdmle oF @

%m)\em\& ob\s(ws \é%lo\eﬂ Amj' de LL if@—wt_ Ao T AroC

GV e DY VO twue/t’s%loke/ ole' o =

e Un anneau est factoriel si tout élément non nul peut Ae oléc@w(aﬂw

O'(‘Q_/ \MO\WEIQ A»\Ma\w. o [)VO&L;‘\’ O‘{é(wa Mr,;o‘mcf“'%{fms

3. Quelles caractéristiques (parmi celles citées plus haut) possede ’'anneau des
entiers Z? Que sont les éléments irréductiblesde Z?  (+h._ fmol o ot d Cucldf)
e Zest acJLeﬁc‘ ok -‘W\’Eﬁ?@__
e Sesélémentsirréductibles sont:

ﬁe/s uvcwg(‘eo INARN
o ler sppaveS N/




